Niech potencjat w punkcie r pochodzacy od zbioru tadunkéw bedzie dany wzorem:
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gdzie w danym uktadzie wspotrzednych potozenie k-tego ladunku dane jest wektorem Ry, wektor od
tadunku do miejsca gdzie liczymy potencjal to ry i wtedy rp + Ry =r, czyli rp = r — Ry. Niech kat

pomiedzy wektorami r i Ry wynosi 0k, to wtedy r-Ry = 7Ry, cos(0y). Korzystamy z wzoru cosinuséw,
czyli mamy, ze:
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czyli inaczej:
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Jedli teraz r > Ry, to moze si¢ zdarzy¢, ze €, bedzie ,male” i mozna si¢ pokusi¢ o rozwiniecie kazdej
z funkcji 7',;1 w szereg wzgledem ¢y:
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Potrzebujemy zatem podstawi¢ tutaj kolejne potegi €. W wyprowadzeniach ograniczymy si¢ do drugiej

potegi. Kolejno:
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Poniewaz interesuja nas na razie jedynie potegi do 2, to nie liczymy dalej bo w dalszych cztonach

zawsze juz wystapi co najmniej czton (Ry/r)3. Czyli podstawiamy i kolejno wymnazamy nawiasy

(cztony w potegach wiekszych niz 2 nas nie interesuja wiec potem ich nawet nie piszemy) i grupujemy

kolejno potegami Ry /r (na koncu wyrzuciliémy przy potedze drugiej wspotezynnik % przed nawias):
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Ostatecznie catkowity potencjal wyglada tak:
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Mozna to zapisaé troszke inaczej jako sume kolejnych wykladow:

© = Pmono + Pdip + Pquad + - - -

gdzie kolejne czlony sg nastepujace:
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Zajmijmy sie czlonem dipolowym. Wiemy, ze r-Ry = r Ry, cos(0y) lub inaczej, ze (r-Ry)/r = Ry cos(6).
Widaé zatem, ze (ponizej wykorzystaliémy, ze iloczyn skalarny jest oczywiscie przemienny):
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Zdefiniujemy wektor p i nazwiemy go momentem dipolowym:
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Wtedy caly potencjat mozna zapisaé jako:
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Zwrbocimy jeszcze uwage, ze czton dipolowy mozemy zapisa¢ w postaci nastepujace;j:
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gdzie oczywiscie sktadowe wektora momentu dipolowego dane sg wzorem:

= qrR
k

Czlon kwadrupolowy jest bardziej paskudny, ale bedziemy chcieli postapi¢ podobnie, czyli znalezé
takie wyrazenie, ktore bedzie zalezato tylko od geometrii rozkladu tadunkéw i wstawione do wzoru da

nam wktad kwadrupolowy do potencjatu. Zapiszmy zatem:
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Wstawiamy, ze (r - Ry)? = r2R? cos?(6)) i otrzymamy, ze wyrazenie przyjmie postac:
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Dalej wyciagamy krélika z kapelusza. Zapisujemy, ze iloczyn skalarny moze by¢ zapisany w sposdb
nastepujacy:
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Analogicznie mozna by zapisaé, ze r? = , ale nie bedzie to produktywne. Zauwazmy, ze jesli

w
r =22 +y? + 22 ir? =22+ y>+ 2% to mozna zapisac sobie, ze 12 = 2% +y? + 22 +0- (zy + w2z +yz +

yx + zx + 2y). Patrzac na to z innej strony widzimy, ze jesli obliczymy (x+y+ 2)? i wyzerujemy czlony
mieszane to otrzymamy r2. Innymi stowy mozemy wymnozy¢ kazda wspéirzedna z kazda i pomnozyé
kazdy wynik przez delte Kroneckera, ktora wyzeruje nam cztony mieszane. Ostatecznie widzimy, ze
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Wyrazenie wyglada wtedy jak ponizej. W drugim kroku wyjeliSmy z nawiaséw powtarzajace sie mno-
zenie pamietajac jednak caly czas o sumach. Na samym koncu zauwazyliSémy, ze mozemy zamienic¢

kolejnosé sum.
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Ostatecznie widzimy, ze wewnatrz nawiasu kwadratowego mamy twory zalezne tylko od geometrii

uktadu tadunkow. Ostatecznie czton kwadrupolowy potencjatu wyglada tak:
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gdzie:
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Weszystkie twory @, tacznie nazywamy tensorem momentu kwadrupolowego, lub po prostu momentem
kwadrupolowym i mozna oznaczyé np. Q. Widaé, ze jest to tensor symetryczny (ti- Quv = Quu)-
Aby wykazaé, ze wartosci (), tworza tensor trzeba jeszcze sprawdzi¢ ich wlasnosci transformacyjne,
czego tutaj nie bedziemy robi¢. Mozna réwniez wykazaé, ze jest to tensor bezsladowy (tj. tr Q =
> u Quu = 0). Przyktadowe wzory na skladowe tensora wygladaja tak:
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Podsumowujac ostatecznie, mozna wszystkie wzory napisa¢ w sposéb jednorodny w postaci:
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