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Dodatek matematyczny
Granica ciggu

Bardzo wazne i istotne beda dla nas na samym poczatku granice ciagdéw. Przypomnijmy sobie,
ze ciag jest to po prostu funkcja, ktérej dziedzing jest zbiér liczb naturalnych dodatnich (tj. N, )! a
przeciwdziedzing moze by¢ w zasadzie cokolwiek (np. jaki$§ podzbiér liczb rzeczywistych). Ciagi moga
by¢ r6zne (np. funkcyjne), ale nas tutaj beda interesowaé te najprostsze, gdzie warto$ciami beda po
prostu liczby (czyli ciagi liczbowe).

Ciag mozna okredli¢ z reguly jakims wzorem, podajac wyrazenie algebraiczne okreslajace jego
wyrazy. Jest to znacznie prostsze i wygodniejsze niz podawac kolejne jego elementy. I tak np. prosty
cigg o nastepujacych wyrazach
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mozna zapisa¢ po prostu jako

Qp = —,
n

gdzie to male n jest wlasnie kolejna liczba naturalna dodatnia (czyli kolejno 1,2,3,4,...).
Oczywiscie, ciggi moga byé naprawde rézne (wyobraznia nie zna granic?). Kolejny wyraz ciagu

numerowany za pomoca n wcale nie musi zaleze¢ od n. I tak np. mamy ciag
an =1,
gdzie kazdy wyraz jest rowny 1. A mogg by¢ i inne ciekawsze przypadki. Ot np. taki ciag
ap, = (—1)™.
Gdyby wypisa¢ kolejne jego wyrazy to widaé, ze beda to przemiennie 11 —1:
-1,1,-1,1,...

JestesSmy juz gotowi przej$¢ do granic ciagéw. Zauwazmy, ze podane powyzej ciagi znacznie sie
miedzy soba réznia. Dwa ostatnie sa albo stale (a,, = 1), albo ich wartosci ,,oscyluja” pomiedzy dwiema
dozwolonymi (a, = (—1)"). Natomiast pierwszy ciag (a, = 1) jest nieco inny. Jego wartoéciami sa
przede wszystkim liczby wymierne. Kazda kolejna jest tez coraz mniejsza. Ale nie tylko to. Im wicksze
jest n tym wartosci sa blizsze zeru, ale zawsze (i to jest wazne) nigdy tego zera nie osiagna. W
takim przypadku powiemy, ze granica tego ciggu jest wtasnie 0. Nie jest naszym celem podawaé tutaj
formalnej definicji granicy ciagu, ale ,wida¢”, ze wartos¢ zero jest intuicyjnie zgodna z naszym jakimg$
takim przeswiadczeniem, ze jest to ,granica”, ktérej nigdy nie osiagniemy, ale do ktoérej sie coraz
bardziej zblizamy zwiekszajac liczbe n. Bardziej formalna definicje, uwzgledniajaca rézne przypadki
(nierzadko tzw. patologiczne), mozna znalezé w podrecznikach matematyki. Jak dostatecznie jednak
gleboko sie zastanowimy nad tym co jest powyzej napisane to zauwazymy, ze formalna definicja wcale
potem nie bedzie taka straszna. Zauwazmy, ze granica jest liczba 0 (to znowu ,wida¢”). Ale dlaczego
nie moze by¢ to np. liczba 0.00000017 Ano dlatego, ze wymysliliSmy sobie, ze granicy nigdy nie
osiagniemy. A gdyby wziaé¢ odpowiednio duze n to znajdziemy liczbe mniejsza.® I tak bedzie dla

L Czyli zaczynamy od 1. Innymi stowy N, jest to N bez zera.

2 QO ironio, chcemy méwié o granicach!

3 Istotnie. Mozna to sprawdzié¢ na kalkulatorze, ze dla n = 10000001 mamy a,, = 0.00000009999999 co jest mniejsze
niz 0.0000001.



kazdej innej dodatniej (to chyba tu oczywiste) wymys$lonej liczby wiekszej od zera. Méwiac niescisle
mozemy sie do granicy zblizy¢ nieskoficzenie blisko, ale nigdy jej nie osiagniemy.? I to jest sens calej
formalnej definicji: nie wazne jak duze n weZmiemy to nigdy granicy nie osiagniemy, ale bedziemy sie
do niej zblizaé.

Ciagi, ktére maja granice nazywamy zbieznymi. Ciagi, ktére ich nie majg rozbieznymi. Przyktadem
rozbieznego ciggu jest np. taki twor:

an = n’.

Wida¢, ze kazdy kolejny wyraz jest coraz wiekszy. Nie beda sie wyrazy zbliza¢ do jakiejkolwiek liczby,
wiec ciag jest rozbiezny.

Interesowaé nas bedzie jak granice ciagéw znajdowaé. Na sam poczatek zdefiniujmy jezyk jakim
bedziemy sie dalej postugiwaé. Jesli dany jest ciag o wyrazach a, i ma on granice g (podkreslmy, jest
to po prostu liczba) to bedziemy pisaé, ze

lim a, = g.
n—oo

Warto podaé przyktad takiego zapisu. Dla naszego prostego ciagu wyglada on tak:

|
lim — =0.
n—oo n

Przy znajdowaniu granic natomiast to czasami ,wida¢”. Tak jak w przypadku tych ciggdw:

1
an = Ea ap =2+ E
granice wynosza oczywiscie odpowiednio 0 i 2. Po prostu takie ,ogony” jak % i podobne beda znikaé
w granicy ,nieskonczonych” n. Czasami trzeba porobié rézne przeksztalcenia algebraiczne aby to
zauwazy¢. Przykladowo ciag
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Wiecej trudnych i dziwnych przyktadéw mozna znalezé w podrecznikach lub zbiorach zadan z mate-
matyki.

Na sam koniec powiemy, ze czasami wzglednie trudna sprawa jest wykazaé czy ciag jest zbiezny
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nie wyglada na pierwszy rzut oka jak zbiezny lub rozbiezny. ,,Ogon” % wewnatrz nawiasu maleje, ale

czy nie. Np. taki oto ciag

cala potega n rosnie. Otéz okazuje sie, ze ten ciag jest zbiezny® i jest w matematyce bardzo wazng

stala:
1 n
e = lim <1+) =2,718281...
n
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Stata ta odgrywa podobng role jak stynna liczba 7.

4 Tu wymagane jest wyjasnienie. Oczywidcie ciag an, = 1 tez ma granice i jest ona réwna 1. Takze w pewnych
przypadkach mozna granice osiagna¢. Formalna definicja takie przypadki tez uwzglednia.
5 Sam autor tego skryptu dalej uwaza to za zadziwiajace.



