04/10,/2021

Dodatek matematyczny
Kilka wybranych sum

Interesowac¢ nas beda sumy postaci .
=> K",
k=1
gdzie liczby liczby n i m sa liczbami naturalnymi. Dla kilku kolejnych m sumy te wygladaja nastepu-
jaco:

— Z 1,
k=1

=> k,
k=1

Sp=> kK
k=1

i tak dalej. Pierwsza suma jest oczywista, bo to po prostu suma n jedynek, czyli 1 +1+---+1, a to
jest po prostu réwne n. Mamy zatem oczywisty wzorek, ze

Na samym poczatku zrobimy dygresje na temat tzw. sum teleskopowych. Beda nas interesowaly
tylko sumy skonczone. Takie skonczone sumy teleskopowe sg postaci

n
Z (ag —ax—1)

gdzie aj sa k-tymi wyrazami jakiego$ ciagu (agp,ar,...). Nietrudno zauwazy¢, ze wypisujac kolejne
elementy takiej sumy wyrazy po érodku sie skasuja i zostaniemy po prostu z wyrazami kraiicowymi,’

czyli
n
Z ag — Qf— 1 apn — ag-

Przydatnym tutaj przykladem takiej sumy bedzie taka gdzie ap = k™. Wyrazy krancowe dla k = n

m

i k = 0 beda réwne odpowiednio a, = n™ i ag = 0™ = 0. W takim przypadku nastepujaca suma

teleskopowa bedzie réwna
n

SR = (k= 1) =™,

k=1
Na tym konczymy dygresje i idziemy dalej.
Gdzie powyzsze sumy teleskopowe moga by¢ nam przydatne? Rozpatrzmy prosty przyktad. Chcemy
obliczyé coé takiego jak (k — 1)? korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia.? Mamy oczywiscie, ze

(k—1)*=k> -2k +1.

b Zaiste, bo
n

Z (ar —ak—1) = (a1 —ao) + (a2 —a1) + (az —az) + ...
k=1
i chyba widaé¢, ze wyrazy na czerwono i niebiesko si¢ po prostu skrécag w srodku.
2 Widaé chyba, ze to (k — 1)? jest takie jak we wzorku teleskopowym dla m = 2.
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Przeniesiemy sobie wyrazy z kwadratami na jedng strone.? Otrzymamy
k2 —(k—1)* =2k —1.
Jesli teraz obie strony wysumujemy od k& = 1 to n to otrzymamy, ze
n
S [R - h-1)] =
k=1

gdzie widaé, ze po lewej stronie mamy rozpatrywany wzér teleskopowy dla m = 2. Jesli tak, to od razu

NE

(2k — 1)

k=1

mozna zapisaé, ze lewa strona to jest po prostu n? (chyba widaé, ze wystarczy podstawié¢ do wzoru
teleskopowego m = 2). Prawa strone rozbijamy na kilka sum

n n n
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Pierwsza z nich to szukana suma S}, a druga to juz znana nam suma jedynek SO = n. Ostatecznie

n?
mamy, ze

n? =28 —n
czyli
Sl_n2+n_n(n+1)
o2 2

Obliczmy teraz jeszcze sume S2. Postepujemy podobnie, czyli wykorzystamy wzér teleskopowy dla

m = 3, wychodzac ze wzoru na szescian k — 1. Mamy kolejno, ze
(k—1) = k* — 3k> + 3k — 1.

Robimy to samo co poprzednio, tylko, ze dla szeSciandéw. Przenosimy szeSciany na lewa strone i sumu-

jemy po k. Mamy

n n n n n

S -k-1° =Y (3K =8k+1) =33 K =33 k+ ) 1.

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Po lewej stronie zauwazamy wzor teleskopowy dla m = 3, a po prawej stronie identyfikujemy sume
szukang (S2 = Y"}_; k?), poprzednio policzona sume S} = Y k = %n(n + 1) i tez sume jedynek
SY. Otrzymujemy z tego, ze

3
nd =382 — in(n—i—l)—i—n.
Troszke algebry? daje finalny wzorek postaci,

o2 _ n(n+1)(2n+1)
n - 6 °

3 (k— 1)2 na prawo, —2k + 1 na lewo, a potem przepiszemy obie strony odwrotne.

4 Po przeniesieniu stronami, pomnozeniu przez 2, wyciggnieciu n itp. otrzymamy, ze 652 =n®+3n (n+2)—2n=
n (2712 + 3n + 1). Dalej to juz trzeba (chyba magicznie) zgadnaé lub zauwazyé, ze wyrazenie w nawiasie jest réwne
(n+1)2n+1).



